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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 
 

 

Η παξνύζα εξγαζία έρεη ζαλ ζέκα ηελ καζεκαηηθή κειέηε ηεο 

κόληκεο κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο κέζω πηεξπγίωλ. Παξνπζηάδνληαη 

απνηειέζκαηα γηα ηελ θαηαλνκή ζεξκνθξαζίαο, ηνλ ξπζκό ξνήο 

ζεξκόηεηαο θαη ηελ απόδνζε γηα δηάθνξνπο ηύπνπο πηεξπγίωλ. 

ην πξώην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη γεληθέο πιεξνθνξίεο γηα ηα 

πηεξύγηα θαη ηηο εθαξκνγέο ηνπο.  

ην δεύηεξν, ηξίην θαη ηέηαξην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη 

αληίζηνηρα ην νξζνγωληθό, ην ηξηγωληθό θαη ηα παξαβνιηθά πηεξύγηα. 

ην ηέηαξην θεθάιαην γίλεηαη επίζεο θαη ε ζύγθξηζε ηεο απόδνζεο όιωλ 

ηωλ παξαπάλω πηεξπγίωλ.  

ην πέκπην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

 

Τα πηεξύγηα είλαη εθηεηακέλεο επηθάλεηεο, κε δηάθνξεο γεωκεηξίεο 

νη νπνίεο εκθαλίδνληαη ζε κία πιεζώξα εθαξκνγώλ όπνπ ππάξρεη αλάγθε 

γηα ελίζρπζε ηεο κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο κεηαμύ κηαο επηθάλεηαο θαη ηνπ 

ξεπζηνύ πνπ ηελ πεξηβάιιεη. Η βαζηθή ηδέα είλαη ε αύμεζε ηεο 

επηθάλεηαο κέζα από ηελ νπνία κεηαθέξεηαη ζεξκόηεηα ιόγω ζπλαγωγήο. 

Οη εθαξκνγέο θπκαίλνληαη από εθαξκνγέο πνιύ κεγάιεο θιίκαθαο, όπωο 

ζηελ πεξίπηωζε ηωλ ελαιιαθηώλ ζεξκόηεηαο, έωο εθαξκνγέο πνιύ 

κηθξήο θιίκαθαο, όπωο γηα παξάδεηγκα ν έιεγρνο ηεο ζεξκνθξαζίαο ηωλ 

ειεθηξνληθώλ εμαξηεκάηωλ. 

Από ηελ καζεκαηηθή πιεπξά, ε κειέηε ηωλ πηεξπγίωλ 

πεξηιακβάλεη ηελ αλάιπζε ηεο κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο θαη ηελ επίιπζε 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεωλ δεπηέξαο ηάμεωο ζε δηάθνξα ζπζηεκάηωλ 

ζπληεηαγκέλωλ. Οη αλαιπηηθέο κέζνδνη επηηπγράλνπλ λα επηιύζνπλ απηά 

ηα πξνβιήκαηα θαη λα πξνζθέξνπλ πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηνλ 

απνδνηηθό ζρεδηαζκό ηωλ πηεξπγίωλ γηα κηα πνηθηιία γεωκεηξηώλ, 

κεξηθέο από ηηο νπνίεο είλαη ηδηαίηεξα πεξίπινθεο.  
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1. ΠΣΕΡΤΓΙΑ 
 

1.1 ΓΕΝΙΚΑ 

 

 Όπνηε ε δηαζέζηκε επηθάλεηα είλαη αλεπαξθήο γηα ηε κεηαθνξά ηεο 

απαηηνύκελεο πνζόηεηαο ζεξκόηεηαο κε ηε δηαζέζηκε πηώζε 

ζεξκνθξαζίαο θαη ηνλ ππάξρνληα ζπληειεζηή κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο, 

ρξεζηκνπνηνύληαη εθηεηακέλεο επηθάλεηεο ή πηεξύγηα. Σα πηεξύγηα 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζπλήζσο γηα ηελ αύμεζε ηνπ ξπζκνύ κεηαθνξάο 

ζεξκόηεηαο ηεο επηθάλεηαο όηαλ δελ είλαη δπλαηή ε αύμεζε ηνπ ξπζκνύ 

κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο είηε κε αύμεζε ηνπ ζπληειεζηή κεηαθνξάο 

ζεξκόηεηαο ζηελ επηθάλεηα είηε κε αύμεζε ηεο δηαθνξάο ζεξκνθξαζίαο 

κεηαμύ ηεο επηθάλεηαο θαη ηνπ πεξηβάιινληνο ξεπζηνύ. Σα πηεξύγηα 

ρξεζηκνπνηνύληαη θπξίσο γηα κεηαθνξά αηζζεηήο ζεξκόηεηαο ηόζν γηα 

ζέξκαλζε όζν θαη γηα ςύμε ηνπ γεηηνληθνύ ξεπζηνύ. 

 

 
 

Εηθόλα 1.1 Φύμε ειεθηξνληθώλ δηαηάμεσλ κε ρξήζε πηεξπγίσλ [1]. 

 

 

Έλα πηεξύγην (fin) ή αιιηώο επέθηαζε επηθάλεηαο (extended 

surface) είλαη κηα επηθάλεηα πνπ εθηείλεηαη από έλα αληηθείκελν γηα λα 

απμήζεη ην ξπζκό κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο πξνο ή από ην πεξηβάιινλ κε 
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ηελ αύμεζε ηεο κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο κε ζπλαγσγή. ύκθσλα κε ηηο 

βαζηθέο αξρέο ηεο κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο γηα λα απμήζνπκε ην ξπζκό 

ξνήο ηεο ζεξκόηεηαο πξέπεη λα απμήζνπκε είηε ηελ δηαθνξά 

ζεξκνθξαζίαο, είηε ην ζπληειεζηή κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο είηε ηελ 

επηθάλεηα κέζσ ηεο νπνίαο γίλεηαη ε κεηαθνξά. Μεξηθέο θνξέο δελ είλαη 

νηθνλνκηθό ή δελ είλαη εθηθηό λα πξαγκαηνπνηεζνύλ νη δύν πξώηεο 

επηινγέο.  

 

 
 

Εηθόλα 1.2 Δηάθνξεο κνξθέο πηεξπγίσλ [3]. 

 

 

Η πξνζζήθε κηαο δηακόξθσζεο πηεξπγίνπ ζην αληηθείκελν, 

σζηόζν, απμάλεη ηελ επηθάλεηα θαη πνιιέο θνξέο είλαη κηα νηθνλνκηθή 

ιύζε ζε πξνβιήκαηα κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο. Σα θπθιηθά πηεξύγηα γύξσ 

από ηνλ θύιηλδξν, ηα ηεηξάγσλα θαη νξζνγώληα πηεξύγηα πνπ είλαη 

πξνζαξηεκέλα ζε έλαλ θηλεηήξα θαη ηα πηεξύγηα πνπ είλαη 
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πξνζαξηεκέλα ζηνπο ζσιήλεο ηνπ ςπγείνπ είλαη κεξηθά γλσζηά 

παξαδείγκαηα. 

 

 

 

1.2 ΤΛΙΚΑ ΚΑΣΑΚΕΤΗ 

 

 Σα πιηθά πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζπλήζσο γηα ηελ θαηαζθεπή 

πηεξπγίσλ είλαη ηα εμήο: 

 

Υαιθόο θαη ηα θξάκαηά ηνπ 

Ο ραιθόο έρεη θαιύηεξεο ζεξκηθέο ηδηόηεηεο ζε ζύγθξηζε κε ηνλ 

νξείραιθν θαη ην αινπκίλην. Παξνπζηάδεη αληνρή ζηε δηάβξσζε, 

αλζεθηηθόηεηα ζηε βηναπνδόκεζε, κέγηζηε επηηξεπόκελε πίεζε θαη 

εζσηεξηθή πίεζε, ξήμε εξππζκνύ, αληνρή ζε θόπσζε, ζεξκηθή δηαζηνιή, 

ηθαλόηεηα θξάκαηνο, επθνιία θαηαζθεπήο θαη επθνιία ζύλδεζεο. 

 

Αινπκίλην θαη ηα θξάκαηά ηνπ 

Σν αινπκίλην ρξεζηκνπνηείηαη πνιύ ζπρλά ζηελ θαηαζθεπή πηεξπγίσλ. 

Έρεη ηε δπλαηόηεηα λα εθπέκπεη ζεξκόηεηα απνηειεζκαηηθά. Λόγσ ηνπ 

όηη είλαη ειαθξύ, είλαη πην εύθνιν ζηελ εγθαηάζηαζε. Δελ δηαβξώλεηαη. 

Σα θξάκαηα ηνπ αινπκηλίνπ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζπρλά είλαη ηα 

Aluminium2014, Aluminium6061, Aluminium6013.  

 

Οξείραιθνο 

Ο νξείραιθνο είλαη έλα θξάκα ραιθνύ θαη ςεπδαξγύξνπ. Μπνξεί λα 

αλαθπθισζεί. Η πξνζζήθε αινπκηλίνπ, κνιύβδνπ θαη ππξηηίνπ ζηνλ 

νξείραιθν ελίζρπζε ηελ αληνρή ηνπ ζηε δηάβξσζε. Πξνθύπηνπλ 

πξνβιήκαηα κε ηελ εκθάληζε ξσγκώλ ζηνλ νξείραιθν. Οη 

ζεκαληηθόηεξνη ηύπνη ηνπ νξείραιθνπ είλαη νη: alpha, beta, gamma θαη ν 

ιεπθόο νξείραιθνο. 
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ρήκα 1.1 Οη ηηκέο ηεο ζεξκηθήο αγσγηκόηεηαο ησλ πιηθώλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζπλήζσο γηα ηελ θαηαζθεπή πηεξπγίσλ [1]. 

 

 

 

1.3 ΜΗΥΑΝΙΜΟΙ ΚΑΙ ΝΟΜΟΙ ΣΗ ΜΕΣΑΔΟΗ 

ΘΕΡΜΟΣΗΣΑ 

 

Τπάξρνπλ ηξεηο κεραληζκνί κεηάδνζεο ηεο ζεξκόηεηαο:  

 αγσγή (conduction) 

 ζπλαγσγή (convection) 

 αθηηλνβνιία (radiation) 

 

Θεξκηθή αγσγή είλαη ν κεραληζκόο κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο από 

κία πεξηνρή (ή ζύζηεκα) πςειήο ζεξκνθξαζίαο ζε κηα άιιε (ή άιιν) 

ρακειόηεξεο ζεξκνθξαζίαο, κέζσ ελόο κέζνπ (ζηεξενύ, πγξνύ ή αέξηνπ 

ζε εξεκία), ιόγσ ηεο θπζηθήο επαθήο. Η κεηαθνξά απηή επηηπγράλεηαη 

είηε κε κνξηαθή αιιειεπίδξαζε, δειαδή κεηαθνξά ελέξγεηαο από ηα 

πεξηζζόηεξν ελεξγεηηθά κόξηα ζηα γεηηνληθά ηνπο, κε ρακειόηεξν 

επίπεδν ελέξγεηαο, είηε κέζσ ηεο ζπγθέληξσζεο ησλ ειεύζεξσλ 

ειεθηξνλίσλ, ζηα θαζαξά κεηαιιηθά ζηεξεά. Σν πην θιαζηθό παξάδεηγκα 

ξνήο ζεξκόηεηαο κε αγσγηκόηεηα είλαη νη ζεξκηθέο απώιεηεο από ηηο 

αδηαθαλείο επηθάλεηεο ησλ θηεξίσλ ην ρεηκώλα. Τπάξρεη επίζεο κηα 
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ηζρπξή ζπζρέηηζε κεηαμύ ηεο έλλνηαο ηεο ζεξκηθήο αγσγηκόηεηαο θαη 

απηήο ηεο ειεθηξηθήο αγσγηκόηεηαο ζηα ζηεξεά. Ρνέο ιόγσ ζεξκηθήο 

αγσγηκόηεηαο ζπκβαίλνπλ ζηελ θαηεύζπλζε ηεο κείσζεο ηεο 

ζεξκνθξαζίαο, ελώ αληίζηνηρα ε ειεθηξηθή αγσγηκόηεηα εμειίζζεηαη 

από ζεκεία πςεινύ ζε ζεκεία ρακεινύ δπλακηθνύ. 

Πεξηγξάθεηαη από ηνλ λόκν ηνπ Fourier: 

 

dx

dT
kAq                                                                                 (1.1) 

 

Ο ξπζκόο ξνήο ζεξκόηεηαο είλαη αλάινγνο ηεο θιίζεο ηεο 

ζεξκνθξαζίαο θαη ηεο επηθάλεηαο επαθήο. Με ην k ζπκβνιίδεηαη ε 

ζεξκηθή αγσγηκόηεηα ηνπ κέζνπ. Σν πξόζεκν (-) έρεη ηελ έλλνηα όηη ε 

ξνή ζεξκόηεηαο είλαη ζηελ θαηεύζπλζε πνπ ε ζεξκνθξαζία κεηώλεηαη. 

Η κεηάδνζε ζεξκόηεηαο κε ζπλαγσγή είλαη απνηέιεζκα ησλ 

κεγαιύηεξεο θιίκαθαο θηλήζεσλ ελόο ξεπζηνύ, είηε απηό είλαη πγξό ή 

αέξην. Όζν πςειόηεξε είλαη ε ηαρύηεηα ηεο ξνήο ηνπ ξεπζηνύ, ηόζν 

πςειόηεξνο είλαη ν ξπζκόο κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο κε ζπλαγσγή γεληθά. 

Γηα παξάδεηγκα, απώιεηα ζεξκόηεηαο κε ζπλαγσγή έρνπκε όηαλ θξύνο 

άλεκνο θπζάεη πάλσ από ην δέξκα ελόο αλζξώπνπ θαη αθαηξεί 

ζεξκόηεηα από απηό.  

Πεξηγξάθεηαη από ηνλ λόκν ηνπ Newton: 

 

ThAq                                                                                  (1.2) 

 

Ο ξπζκόο ξνήο ζεξκόηεηαο είλαη αλάινγνο ηεο δηαθνξάο 

ζεξκνθξαζίαο θαη ηεο επηθάλεηαο επαθήο. Με ην h ζπκβνιίδεηαη ν 

ζπληειεζηήο ζπλαγσγήο ηνπ ζηεξενύ θαη ηνπ πεξηβάιινληνο ξεπζηνύ. 

Εμαξηάηαη ζεκαληηθά από ηελ ηαρύηεηα ξνήο ηνπ ξεπζηνύ. Φπζηθά ε 

ζεξκόηεηα θαηεπζύλεηαη από ην ζεξκόηεξν πξνο ην ςπρξόηεξν. 

Μεηάδνζε ζεξκόηεηαο κε αθηηλνβνιία είλαη ε κεηαθνξά ελέξγεηαο 

κε ειεθηξνκαγλεηηθά θύκαηα. Δελ ρξεηάδεηαη ε ύπαξμε θαλελόο πιηθνύ 

κέζνπ γηα ηελ δηάδνζε ηεο αθηηλνβνιία, ε νπνία όπσο είλαη γλσζηό 

δηαδίδεηαη θαη ζην θελό. Η κόλε πξνϋπόζεζε γηα ηε κεηάδνζε 

ζεξκόηεηαο κε αθηηλνβνιία είλαη ε παξνπζία δύν επηθαλεηώλ ζε 

δηαθνξεηηθή ζεξκνθξαζία. Η ελέξγεηα πνπ κεηαθέξεηαη από ηνλ ήιην ζηε 
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γε είλαη έλα ραξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα κεηάδνζεο ζεξκόηεηαο κέζσ 

αθηηλνβνιίαο. 

Πεξηγξάθεηαη από ηνλ λόκν Stefan-Boltzmann: 

 
4ATq                                                                                     (1.3) 

 

Ο ξπζκόο ξνήο ζεξκόηεηαο είλαη αλάινγνο ηνπ εκβαδνύ ηεο 

επηθάλεηαο ηνπ ζώκαηνο πνπ αθηηλνβνιεί θαη ηεο ηέηαξηεο δύλακεο ηεο 

απόιπηεο ζεξκνθξαζίαο. Με ην ζ ζπκβνιίδεηαη ε ζηαζεξά Stefan-

Boltzmann. Επίζεο, πνιύ ζπρλά ζην β’ κέινο εηζάγνπκε έλαλ δηνξζσηηθό 

παξάγνληα πνπ νλνκάδεηαη ζπληειεζηήο εθπνκπήο θαη πεξηέρεη ηελ 

εμάξηεζε από ην είδνο ηεο επηθάλεηαο.  
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2. ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΟ ΠΣΕΡΤΓΙΟ 
 

2.1 ΚΑΣΑΚΕΤΗ ΣΗ ΕΞΙΩΗ 

 

 Η πην απιή πεξίπηωζε πηεξπγίνπ είλαη ην νξζνγωληθό πηεξύγην. 

Αλήθεη ζηελ θαηεγνξία ηωλ επηκήθωλ πηεξπγίωλ. Σην παξαθάηω ζρήκα 

θαίλεηαη έλα πηεξύγην νξζνγωλίνπ ζρήκαηνο θαη νη δηαζηάζεηο ηνπ. 

 

 
 

Σρήκα 2.1 Οξζνγωληθό πηεξύγην [2] 

 

Θεωξνύκε έλα ζηνηρείν όγθνπ ηνπ πηεξπγίνπ κε κήθνο dx, πάρνο 

δ, εκβαδόλ δηαηνκήο Αc=Lδ θαη πεξίκεηξν P=2L+2δ. Επεηδή L>>δ, 

ζεωξνύκε όηη P=2L. Σηε κόληκε θαηάζηαζε, ζε θάζε ζηνηρείν ηνπ 

πηεξπγίνπ ε ζεξκόηεηα πνπ εηζέξρεηαη ζε απηό είλαη ίζε κε ηε ζεξκόηεηα 

πνπ εμέξρεηαη από απηό. Σπλεπώο ε ζεξκόηεηα πνπ εηζέξρεηαη ζην 

ζηνηρείν ζηε ζέζε x ιόγω αγωγήο είλαη ίζε κε ηε ζεξκόηεηα πνπ 

εμέξρεηαη από απηό ζηε ζέζε x+dx ιόγω αγωγήο ζπλ ηε ζεξκόηεηα πνπ 

εμέξρεηαη από ηελ επηθάλεηα ηνπ ζηνηρείνπ ιόγω ζπλαγωγήο. 

Η καζεκαηηθή δηαηύπωζε ηεο παξαπάλω πξόηαζεο είλαη ε εμήο: 
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convdxxcondxcond QQQ  ,,                                                                   (2.1) 

 

όπνπ ε ξνή ζεξκόηεηαο ιόγω ζπλαγωγήο είλαη: 

 

 sconv TThPdxQ                                                                          (2.2) 

 

όπνπ Pdx είλαη ην εκβαδόλ κέζω ηνπ νπνίνπ γίλεηαη ε ζπλαγωγή, h ν 

ζπληειεζηήο ζπλαγωγήο θαη Ts είλαη ε ζεξκνθξαζία ηνπ πεξηβάιινληνο. 

 Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ ζρέζε (2.2) ζηελ (2.1) θαη δηαηξέζνπκε κε dx 

βξίζθνπκε: 

 

  0
,,




s

xconddxxcond
TThP

dx

QQ
                                                     (2.3) 

 

Ο πξώηνο όξνο όκωο είλαη ε παξάγωγνο ηεο ξνήο ζεξκόηεηαο ιόγω 

αγωγήο. Άξα ε εμίζωζε γίλεηαη: 

 

  0 s
cond TThP

dx

dQ
                                                                    (2.4) 

 

Η ξνή ζεξκόηεηαο ιόγω αγωγήο δίλεηαη από ηνλ λόκν ηνπ Fourier: 

 

dx

dT
kAQ ccond                                                                               (2.5) 

 

όπνπ k είλαη ν ζπληειεζηήο ζεξκηθήο αγωγηκόηεηαο ηνπ πιηθνύ ηνπ 

πηεξπγίνπ. 

Αλ παξαγωγίζνπκε ηελ (2.5) θαη αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ (2.4) 

παίξλνπκε: 

 

     00
2

2

2

2

s

c

sc TT
kA

hP

dx

Td
TThP

dx

Td
kA  

  0
2

2

2

 sTT
kL

Lh

dx

Td


                                                                (2.6) 

 

Αλ αληί ηεο ζεξκνθξαζίαο ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ πνζόηεηα ζ: 
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    sTxTx                                                                            (2.7)  

 

πνπ είλαη ε δηαθνξά ζεξκνθξαζίαο κεηαμύ ηνπ ζεκείνπ x θαη ηνπ 

πεξηβάιινληνο, ηόηε ε δηαθνξηθή εμίζωζε πνπ πεξηγξάθεη ηε κεηαθνξά 

ζεξκόηεηαο ζην νξζνγωληθό πηεξύγην έρεη ηε κνξθή: 

 

 
  0

2
2

2

 x
k

h

dx

xd





                                                                (2.8) 

 

γηαηί 
dx

d

dx

dT 
   

 

 

 

2.2 ΕΠΙΛΤΗ ΣΗ ΕΞΙΩΗ 

 

Η παξαπάλω δηαθνξηθή εμίζωζε είλαη κία ζπλήζεο δηαθνξηθή 

εμίζωζε δεπηέξαο ηάμεωο κε ζηαζεξνύο ζπληειεζηέο.  

Θέηνπκε: 

k

h
m

2
                                                                                      (2.9) 

νπόηε γξάθεηαη: 

 

 
  02

2

2

 xm
dx

xd



                                                                (2.10) 

 

Η ραξαθηεξηζηηθή εμίζωζε είλαη: 

 

mm   022
                                                            (2.11) 

 

Η γεληθή ιύζε ηεο (2.8) είλαη: 

 

  mxmx eCeCx  21                                                                      (2.12) 
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Σηε ζπλέρεηα κε ζθνπό λα ππνινγίζνπκε ηελ εηδηθή ιύζε, 

εθαξκόδνπκε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο γηα λα ππνινγίζνπκε ηηο ζηαζεξέο 

C1 θαη C2. 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο είλαη νη εμήο: 

1) Σην άθξν x=b, δειαδή ζηε βάζε ηνπ πηεξπγίνπ ε ζεξκνθξαζία είλαη 

ζηαζεξή θαη ίζε κε Τb θαη αληίζηνηρα ε δηαθνξά ζ(x=b)=ζb,  

όπνπ ζb=Tb –Ts. 

2) Σην άθξν x=0, ζεωξνύκε όηη ε κεηαθνξά ζεξκόηεηαο είλαη ακειεηέα 

(κνλωκέλν άθξν). Σπλεπώο ε ζπλζήθε είλαη:  00 x
dx

d
 

Αξρηθά εθαξκόδνπκε ηελ πξώηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε ζηε γεληθή ιύζε 

(ζρέζε 2.12): 

 

  mbmb

b

mbmb eCeCeCeCb   2121                                        (2.13) 

 

Γηα λα εθαξκόζνπκε ηελ δεύηεξε ζπλνξηαθή ζπλζήθε πξέπεη πξώηα λα 

παξαγωγίζνπκε ηελ ζπλάξηεζε ζ(x). Η παξάγωγνο είλαη: 

 

  mxmx emCemC
dx

xd  21


                                                             (2.14) 

 

Τώξα εθαξκόδνπκε ηελ δεύηεξε ζπλνξηαθή ζπλζήθε: 

 

2121

0

2

0

10 000 CCmCmCemCemC
dx

d mm

x  




        (2.15) 

 

Δειαδή νη δύν ζηαζεξέο είλαη ίζεο. Αλ ηώξα αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ 

ζρέζε (2.13) κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ ζηαζεξά: 

 

 
mbmb

bmbmb

b

mbmb

b
ee

CeeCeCeC








 1111                 (2.16) 

 

Σηε ζπλέρεηα γηα λα πάξνπκε ηελ εηδηθή ιύζε αληηθαζηζηνύκε ηηο ηηκέο 

πνπ βξήθακε γηα ηηο ζηαζεξέο C1 θαη C2 ζηελ γεληθή ιύζε (ζρέζε 2.12). 

 

   
mbmb

mxmx

b

mx

mbmb

bmx

mbmb

b

ee

ee
xe

ee
e

ee
x






 








 


                (2.17) 
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Η ιύζε απηή κπνξεί λα γξαθηεί θαη ζε θαιύηεξε κνξθή αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε ηνπ ππεξβνιηθνύ ζπλεκηηόλνπ cosh. 

Όπωο γλωξίδνπκε ε ζπλάξηεζε απηή δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

2
cosh

xx ee
x


                                                                           (2.18) 

 

Αλ ζηε ζέζε ηνπ x βάινπκε ην mx θαη ην mb ηόηε παίξλνπκε: 

 

 
2

cosh
mxmx ee

mx


                                                                     (2.19)   

θαη 

2
)cosh(

mbmb ee
mb


                                                                    (2.20) 

Άξα ν αξηζκεηήο θαη ν παξνλνκαζηήο ηεο ζρέζεο (2.17) κπνξνύλ λα 

πάξνπλ ηελ κνξθή: 

 

 mxee mxmx cosh2                                                                    (2.21) 

 mbee mbmb cosh2                                                                    (2.22) 

 

Έηζη ε γεληθή ιύζε ηεο εμίζωζεο γξάθεηαη θαη ζηελ κνξθή: 

 

 
 
 

 
 
 mb

mx
x

mb

mx
x bb

cosh

cosh

cosh2

cosh2
                                        (2.23) 

 

 

 

2.3 ΡΤΘΜΟ ΡΟΗ ΘΕΡΜΟΣΗΣΑ 

 

Σηε ζπλέρεηα ζα ππνινγίζνπκε ηε ξνή ζεξκόηεηαο από ηε βάζε 

ηνπ πηεξπγίνπ. Απηή ππνινγίδεηαη από ηνλ ηύπν: 

 

 
bxb

dx

xd
kAq 


                                                                         (2.24) 

 

Δελ έρνπκε βάιεη ην αξλεηηθό πξόζεκν γηαηί έηζη θη αιιηώο ε 

θαηεύζπλζε πνπ έρνπκε πάξεη ωο ζεηηθή γηα ηνλ άμνλα x΄x είλαη αληίζεηε 

κε ηελ θαηεύζπλζε ηεο ξνήο ηεο ζεξκόηεηαο. 
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Η παξάγωγνο ηεο ζ(x) είλαη: 

 

   
 mb

mxm

dx

xd
b

cosh

sinh



                                                                   (2.25) 

 

γηαηί ε παξάγωγνο ηνπ ππεξβνιηθνύ ζπλεκηηόλνπ είλαη ην ππεξβνιηθό 

εκίηνλν. 

Η ηηκή ηεο παξαγώγνπ ζηε ζέζε x=b βξίζθεηαη ωο εμήο: 

 

   
 

 mbm
mb

mb
m

dx

xd
bbbx tanh

cosh

sinh



                                        (2.26) 

 

Άξα ε ξνή ζεξκόηεηαο είλαη: 

 

 mbkAmq bb tanh                                                                  (2.27) 

 

Τν εκβαδόλ Α ηεο δηαηνκήο ηνπ πηεξπγίνπ είλαη Α=δL (ζρήκα 2.1) 

 

Άξα:   

 mbLmkq bb tanh                                                                    (2.28) 

 

 

 

2.4 ΑΠΟΔΟΗ 

 

Απηή είλαη ε πξαγκαηηθή ξνή ζεξκόηεηαο. Η ηδαληθή ξνή 

ζεξκόηεηαο είλαη: 

 

bideal hPbq                                                                                (2.29) 

 

όπνπ h είλαη ν ζπληειεζηήο ζπλαγωγήο κεηαμύ πηεξπγίνπ θαη 

πεξηβάιινληνο θαη P είλαη ε πεξίκεηξνο ηνπ πηεξπγίνπ.  

Η ηδαληθή ξνή ζεξκόηεηαο ππνινγίδεηαη κε ηε ινγηθή όηη ε ξνή 

ζεξκόηεηαο ζα ήηαλ κέγηζηε αλ νιόθιεξν ην πηεξύγην είρε ζηαζεξά ηε 

ζεξκνθξαζία ηεο βάζεο ηνπ. Τόηε ζα είρακε κεηαθνξά ζεξκόηεηαο κε 

ζπλαγωγή θαη ε δηαθνξά ζεξκνθξαζίαο κεηαμύ ηνπ πηεξπγίνπ θαη ηνπ 

πεξηβάιινληνο ζα ήηαλ θπζηθά ίζε κε ζb. Τν γηλόκελν Pb είλαη ην 
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εκβαδόλ από ην νπνίν κεηαθέξεηαη ε ζεξκόηεηα κε ζπλαγωγή πξνο ην 

πεξηβάιινλ. Σηελ πξάμε όκωο ε ζεξκνθξαζία ηνπ πηεξπγίνπ κεηώλεηαη 

από ηε βάζε πξνο ηα έμω. 

Η πεξίκεηξνο είλαη ίζε κε: 

  

P =2L+2δ                                                                                  (2.30) 

 

Επεηδή όκωο ην κήθνο L είλαη πνιύ κεγαιύηεξν ηνπ πάρνπο δ, κπνξνύκε 

πξνζεγγηζηηθά λα πνύκε όηη: 

P=2L                                                                                         (2.31) 

Οπόηε ε ηδαληθή ξνή ζεξκόηεηαο γίλεηαη: 

 

bideal Lbhq 2                                                                              (2.32) 

 

Η απόδνζε ηνπ πηεξπγίνπ νξίδεηαη από ην ιόγν ηεο πξαγκαηηθήο ξνήο 

ζεξκόηεηαο πξνο ηελ ηδαληθή ξνή ζεξκόηεηαο. 

Άξα ε απόδνζε ππνινγίδεηαη από ηνλ ηύπν: 

 

   
hb

mbmk

Lbh

mbLmk

b

b

2

tanh

2

tanh 




                                               (2.33) 

 

Η ζρέζε απηή απινπνηείηαη ζεκαληηθά γηαηί ζύκθωλα κε ηελ ζρέζε 

(2.9): 

 

k

h
m

22   

 

Τειηθά ε απόδνζε απινπνηείηαη ωο εμήο: 

 

   
mb

mb

bm

mbm tanhtanh
2

                                                            (2.34) 

 

θαη εμαξηάηαη κόλν από ηελ ηηκή ηνπ γηλνκέλνπ mb.  
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3. ΣΡΙΓΩΝΙΚΟ ΠΣΕΡΤΓΙΟ 
 

3.1 Η ΔΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΩΗ ΜΕΣΑΦΟΡΑ ΘΕΡΜΟΣΗΣΑ 

ΣΑ ΕΠΙΜΗΚΗ ΠΣΕΡΤΓΙΑ 

 

 Η δηαθνξηθή εμίζσζε πνπ πεξηγξάθεη ηελ θαηαλνκή ζεξκνθξαζίαο 

κέζα ζην πηεξύγην βαζίδεηαη ζηελ ζεώξεζε όηη έρνπκε κόληκε 

θαηάζηαζε, δειαδή όζε ζεξκόηεηα εηζέξρεηαη ζε απεηξνζηό ζηνηρείν ηνπ 

πηεξπγίνπ, ηόζε θαη εμέξρεηαη. Σην ζρήκα 3.1 θαίλεηαη ε γεληθή κνξθή 

ελόο επηκήθνπο πηεξπγίνπ.  

 

 
 

Σρήκα 3.1 Επίκεθεο πηεξύγην απζαίξεηνπ πξνθίι [2]. 

 

Τν απεηξνζηό ζηνηρείν πεξηνξίδεηαη από επίπεδα παξάιιεια ζηε 

βάζε ηνπ πηεξπγίνπ ζην x θαη ζην x+dx, θαζώο θαη από ηηο θακπύιεο 

 xfy 2  πνπ θαζνξίδνπλ ην ζρήκα ηνπ πηεξπγίνπ. 
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Η δηαθνξά αλάκεζα ζηελ ζεξκόηεηα πνπ εηζέξρεηαη ζην ζηνηρείν 

ζην x+dx θαη ζε απηήλ πνπ εμέξρεηαη από ην ζηνηρείν ζην x είλαη: 

 

  









dx

dT
xLf

dx

d
kdq 22                                                            (3.1) 

 

Τν γηλόκελν 2Lf2(x) είλαη ην εκβαδόλ ηνπ πηεξπγίνπ ζηελ ζέζε x θαη L 

είλαη ην κήθνο ηνπ.  

Αθνύ ζεσξνύκε όηη ε ζεξκνθξαζία ζε θάζε ζέζε δελ 

κεηαβάιιεηαη (ππόζεζε κόληκεο θαηάζηαζεο), απηή ε πεξίζζεηα 

ζεξκόηεηαο ζα πξέπεη λα είλαη ίζε κε ηελ ζεξκόηεηα πνπ κεηαθέξεηαη 

ζην πεξηβάιινλ ιόγσ ζπλαγσγήο. 

 

     dxTTxfLhdxTThPdq SS  22                         (3.2) 

 

Επεηδή ην πάρνο ηνπ πηεξπγίνπ πξέπεη λα είλαη πνιύ κηθξόηεξν από ην 

κήθνο θαη ην ύςνο ηνπ,  ε παξαπάλσ ζρέζε γίλεηαη: 

 

 dxTThLdq S 2                                                                   (3.3) 

 

Εμηζώλνληαο ηα δύν πνζά ζεξκόηεηαο έρνπκε ην ηζνδύγην ηεο 

ζεξκόηεηαο: 

 

  


h
dx

d
xf

dx

d
k 








2                                                               (3.4) 

ή 

 
 

02

2

2

2  


k

h

dx

d

dx

xdf

dx

d
xf                                            (3.5) 

 

 

 

3.2 Η ΔΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΩΗ ΣΟΤ ΣΡΙΓΩΝΙΚΟΤ ΠΣΕΡΤΓΙΟΤ 

 

Γηα ην επίκεθεο πηεξύγην ηξηγσληθνύ πξνθίι πνπ θαίλεηαη ζην 

ζρήκα 3.2, ε ζπλάξηεζε πνπ πεξηγξάθεη ην πξνθίι ηνπ πηεξπγίνπ είλαη: 
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b

x
xf b 

2
2


                                                                         (3.6) 

όπνπ δb ην πάρνο ηνπ πηεξπγίνπ ζηελ βάζε ηνπ.  

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ (3.5) παίξλνπκε ηελ δηαθνξηθή εμίζσζε 

πνπ πεξηγξάθεη ηελ κεηαθνξά ζεξκόηεηαο ζην ηξηγσληθό πηεξύγην: 

 

   
  02

2

2

 xbm
dx

xd

dx

xd
x 


                                                  (3.7) 

 
 

Σρήκα 3.1 Τξηγσληθό πηεξύγην [2]. 

 

όπνπ:  
bk

h
m



2
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Η (3.7) είλαη κία ζπλήζεο δηαθνξηθή εμίζσζε δεπηέξαο ηάμεσο κε 

κεηαβιεηνύο ζπληειεζηέο. 

Σηελ παξαπάλσ δηαθνξηθή εμίζσζε θάλνπκε αιιαγή ηεο κεηαβιεηήο θαη 

αληηθαζηζηνύκε ην x κε ηε κεηαβιεηή:  

 

bxm2                                                                                (3.8) 

 

 Από ηε ζρέζε απηή θαίλεηαη όηη ην x είλαη ίζν κε: 

 

bm
x

2

2

4


                                                                                    (3.9) 

 

Πξέπεη λα αληηθαηαζηαζνύλ όιεο νη παξάγσγνη σο πξνο x κε παξαγώγνπο 

σο πξνο σ όπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 

 






bm

x

bm

x

bm

dx

d
bxm

22

2

2
2                              (3.10) 

 

Οη παξάγσγνη σο πξνο x αληηθαζίζηαληαη σο εμήο: 

 







 bm

d

d

dx

d

d

d

dx

d 22
                                                         (3.11) 

 

θαη 

 















 bmbm

d

dbm

d

d

dx

dbm

d

d

d

d

dx

d 2

2

22

2

22

2

2 2222



















          

(3.12) 

 

Αληηθαζηζηώληαο ην x θαη ηηο παξαγώγνπο ηεο ζ σο πξνο x κέζσ ησλ 

ζρέζεσλ (3.9), (3.11) θαη (3.12) ζηελ εμίζσζε (3.7) θαηαιήγνπκε ζηελ 

δηαθνξηθή εμίζσζε: 

 

0
2222

4

2
22

2

22

2

2

2

2









 












bm

bm

d

dbmbm

d

dbm

d

d

bm
         (3.13) 
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Αθνύ θάλνπκε ηηο πξάμεηο θαηαιήγνπκε ζηελ δηαθνξηθή εμίζσζε πνπ 

πεξηγξάθεη ηελ κεηαθνξά ζεξκόηεηαο ζην ηξηγσληθό πηεξύγην: 

 

   
  0

2

2

 









d

d

d

d
                                            (3.14) 

 

3.3 ΛΤΗ ΣΗ ΕΞΙΩΗ 

 

 Η εμίζσζε (3.7) πνπ πεξηγξάθεη ηελ κεηαθνξά ζεξκόηεηαο ζην 

ηξηγσληθό πηεξύγην είλαη ε ηξνπνπνηεκέλε δηαθνξηθή εμίζσζε Bessel 

κεδεληθήο ηάμεο. Η γεληθή ιύζε ηεο είλαη γλσζηή γηαηί είλαη κηα εμίζσζε 

πνπ ζπλαληάκε ζε πάξα πνιιά πξνβιήκαηα θαη είλαη ε παξαθάησ: 

 

     bxmKCbxmICx 22 0201                                       (3.8) 

 

Σηελ παξαπάλσ ιύζε έρνπκε ήδε αληηθαηαζηήζεη ην σ από ηελ ζρέζε 

(3.8) ώζηε ε ιύζε λα εθθξάδεηαη σο πξνο x. 

I0 είλαη ε ηξνπνπνηεκέλε ζπλάξηεζε Bessel (modified Bessel function) 

κεδεληθήο ηάμεο πξώηνπ είδνπο. 

K0 είλαη ε ηξνπνπνηεκέλε ζπλάξηεζε Bessel κεδεληθήο ηάμεο δεπηέξνπ 

είδνπο. 

Οη ζηαζεξέο C1 θαη C2 ζα ππνινγηζηνύλ από ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο θαη 

ζα θαζνξίζνπλ ηελ εηδηθή ιύζε πνπ είλαη θαηάιιειε γηα ην 

ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα. 

Η ζπλάξηεζε 0K  δελ είλαη θξαγκέλε (ηείλεη ζην άπεηξν) γηα x=0. 

Σπλεπώο είλαη απαξαίηεην ε ζηαζεξά C2 λα είλαη ίζε κε κεδέλ. 

Αληηθαζηζηώληαο C2=0, κέλεη κόλν ν πξώηνο όξνο: 

   bxmCIx 20                                                                  (3.9) 

Σην άθξν x=b, δειαδή ζηε βάζε ηνπ πηεξπγίνπ, όπσο θαη ζην 

νξζνγσληθό πηεξύγην πξέπεη ε ζεξκνθξαζία είλαη ζηαζεξή θαη ίζε κε Τb 

θαη αληίζηνηρα ε δηαθνξά ζ(x=b)=ζb,  όπνπ ζb=Tb –Ts. 

Από ηελ εθαξκνγή απηήο ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο κπνξνύκε λα βξνύκε 

ηε ζηαζεξά C1: 
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  2

01 2 bmICb                                                                     (3.10) 

Καη άξα ε ζηαζεξά είλαη ίζε κε: 

 

 mbI
C b

20

1


                                                                           (3.11) 

 

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ ιύζε (3.8) παίξλνπκε ηελ εηδηθή ιύζε γηα ηηο 

δεδνκέλεο ζπλζήθεο: 

 

 
 

 bxmI
mbI

x b 2
2

0

0


                                                      (3.12) 

 

 

 

3.4 ΡΤΘΜΟ ΡΟΗ ΘΕΡΜΟΣΗΣΑ ΚΑΙ ΑΠΟΔΟΗ 

 

Σηελ ζπλέρεηα ζα ππνινγίζνπκε ηνλ ξπζκό κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο 

κέζα από ην ηξηγσληθό πηεξύγην: 

 

bxbxb
dx

d
kA

dx

dT
kAq   ||


                                                       (3.13) 

Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ην εκβαδόλ ζηε βάζε ηνπ πηεξπγίνπ είλαη: 

 

bLA                                                                                       (3.14) 

Η παξάγσγνο ηεο ζ(x) ππνινγίδεηαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αλάιπζε ζε 

ζεηξά ηεο ζπλάξηεζεο Bessel Καη παξαγσγίδνληαο θάζε όξν ηεο ζεηξάο. 

Τειηθά παίξλνπκε ην απνηέιεζκα: 

 

 
 mbmI

mbIhL
q b

b
2

22

0

1
                                                                   (3.15) 
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Σηελ ηδαληθή πεξίπησζε ν ξπζκόο κεηάδνζεο ζεξκόηεηαο ζα ήηαλ ην 

γηλόκελν ηνπ ζπληειεζηή ζπλαγσγήο επί ηελ δηαθνξά ζεξκνθξαζίαο ζb 

επί ην ζπλνιηθό εκβαδόλ 2bL: 

 

bideal hbLq 2                                                                       (3.16) 

 

Η απόδνζε ηνπ πηεξπγίνπ ζα είλαη ν ιόγνο ηνπ πξαγκαηηθνύ πξνο ηνλ 

ηδαληθό ξπζκό ξνήο ηεο ζεξκόηεηαο: 

 

 
   

 mbmbI

mbI

hbL

mbmI

mbI
hL

b

b

2

2

2

2

2
2

0

10

1










                                         (3.17) 

 

Οη ζπλαξηήζεηο Bessel I0 θαη Ι1 δίλνληαη από ηελ ζρέζε (8) ηνπ 

Παξαξηήκαηνο 1. Οη πξώηνη 7 όξνη ηεο ζεηξάο πνπ δίλεη θάζε ζπλάξηεζε 

είλαη: 
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(3.18) 
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2!0
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mb
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mb

mb

mb

mb

mbI  

(3.19) 

Χξεζηκνπνηώληαο γηα ηελ ζπλάξηεζε Γάκα ηνλ ηύπν: 

Γ(n+1)=n!                                                                                 (3.20) 

βξίζθνπκε ηηο ηηκέο: Γ(1)=0!=1, Γ(2)=1!=1, Γ(3)=2!=2, Γ(4)=3!=6, 

Γ(5)=4!=24. 

Οπόηε νη παξαπάλσ ζρέζεηο γίλνληαη: 
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             765432

0 0
36

1
0

4

1
0101 mbmbmbmbmbmbmbmbI   

(3.21) 

             765432

1
144

1
0

12

1
0

2

1
010 mbmbmbmbmbmbmbmbI 

 

(3.22) 

Σηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνύκε θαη ηνπο ηύπνπο (6) ηνπ 

Παξαξηήκαηνο 2 θαη ππνινγίδνπκε ηνπο πξώηνπο όξνπο ηνπ πειίθνπ πνπ 

δίλεη ηελ απόδνζε (ζρέζε 3.17). 

c0=0, c1=1, c2=0, c3=-1/2, c4=0, c5=1/3, c6=0                                      (3.23) 

 

Τειηθά ε απόδνζε (ζρέζε 3.17) γίλεηαη πην απιά: 

 

       4253

3

1

2

1
1

3

1

2

11
mbmbmbmbmb

mb









          (3.24) 

 

Αλ πξνρσξήζνπκε ζε πεξηζζόηεξνπο όξνπο βξίζθνπκε: 

 

𝜂(𝑥) = 1−
𝑥2

2
+
𝑥4

3
−
11𝑥6

48
+
19𝑥8

120
−
473𝑥10

4320
+
229𝑥12

3024
−
101369𝑥14

1935360
 

όπνπ x=mb. 
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4. ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΑ ΠΣΔΡΤΓΙΑ 
 

4.1 ΚΟΙΛΟ ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΟ ΠΣΔΡΤΓΙΟ 

 

4.1.1 Η Γιαθοπική Δξίζωζη 

 Τν επίκεθεο θνίιν παξαβνιηθό πηεξύγην (longitudinal fin of 

concave parabolic profile) πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 4.1 πεξηγξάθεηαη από 

ηελ ζπλάξηεζε: 

 

 
2

2
2










b

x
xf b

                                                                     (4.1) 

 

Σρήκα 4.1 Κνίιν παξαβνιηθό πηεξύγην [2]. 
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 Αληηθαζηζηώληαο ηελ f2(x) θαη ηελ παξάγωγό ηεο: 

 

 
x

bdx

xdf b

2

2 
                                                                           (4.2) 

 

ζηελ γεληθή δηαθνξηθή εμίζωζε (3.5) πνπ απνδείμακε ζην πξνεγνύκελν 

θεθάιαην παίξλνπκε ηελ δηαθνξηθή εμίζωζε πνπ πεξηγξάθεη ηελ 

κεηαθνξά ζεξκόηεηαο ζην θνίιν παξαβνιηθό πηεξύγην: 

 

0
2 22

22













k

h

dx

d
x

bdx

d

b

x bb
                                            (4.3) 

θαηαιήγνπκε ζηελ δηαθνξηθή εμίζωζε: 

 

   
  02 22

2

2
2  xbm

dx

xd
x

dx

xd
x 


                                    (4.4) 

 

όπνπ πάιη ζέζακε 
bk

h
m



2
  

 

4.1.2 Λύζη ηηρ Δξίζωζηρ 

Η παξαπάλω εμίζωζε νλνκάδεηαη δηαθνξηθή εμίζωζε ηνπ Euler 

θαη είλαη κηα δηαθνξηθή εμίζωζε δεπηέξαο ηάμεωο. Γηα ηελ επίιπζή ηεο, 

θάλνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό: 
ex   ή xln . 

Αξρηθά εθθξάδνπκε ηελ ζπλάξηεζε ζ θαη ηηο παξαγώγνπο ηεο ωο πξνο 

ηελ λέα κεηαβιεηή π ζύκθωλα κε ηηο παξαθάηω ζρέζεηο. 

Πξώηε παξάγωγνο: 

 









d

d

xdx

d

d

d

dx

d 1
                                                                   (4.5) 

 

Δεύηεξε παξάγωγνο: 
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dx

d

d

d

xd

d

xd

d

dx

d

xd
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xd
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xdx
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d 




















2

2

222

2 11111









  

  

2
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222
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d

d

xd

d

xdx

d
                                                       (4.6) 

Σηνπο παξαπάλω ππνινγηζκνύο ρξεζηκνπνηήζακε ηελ ζρέζε: 
xdx

d 1



 

Αληηθαζηζηνύκε ηηο παξαγώγνπο ηεο ζπλάξηεζεο ζ κε ηηο παξαπάλω 

ζρέζεηο θαη ε δηαθνξηθή εμίζωζε γίλεηαη: 

 

022

2

2

 







bm

d

d

d

d
                                                               (4.7) 

 

όπνπ ηώξα ε ζ είλαη ζπλάξηεζε ηνπ π. Η εμίζωζε απηή είλαη κία 

δηαθνξηθή εμίζωζε κε ζηαζεξνύο ζπληειεζηέο θαη έρεη ιύζε: 

 

   eCeC a

21                                                 (4.8) 

Κάλνπκε ηελ αληηθαηάζηαζε 
ex   θαη έηζη ε ιύζε εθθξάδεηαη 

ζπλαξηήζεη ηνπ x: 

  

   xCxCx a

21                                                                      (4.9) 

 

όπνπ  

 

2241
2

1

2

1
, bma                                                           (4.10) 

 

Επεηδή β<0, είλαη θαλεξό όηη ε ιύζε γηα ηε δηαθνξά ζεξκνθξαζίαο δελ 

ζα είλαη θξαγκέλε ζην x=0 εθηόο εάλ C2=0. 

 Επίζεο γηα x=b (ζηε βάζε ηνπ πηεξπγίνπ) ζα πξέπεη ζ=ζb. Άξα C1=ζb/b
α
. 

Τειηθά ε ζπλάξηεζε πνπ δίλεη ηελ ζεξκνθξαζία κέζα ζην πηεξύγην είλαη: 
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a

b
b

x
x 








                                                                           (4.11) 

 

4.1.3 Ρςθμόρ Ροήρ Θεπμόηηηαρ και Απόδοζη 

 Ο ξπζκόο κε ηνλ νπνίν κεηαθέξεηαη ε ζεξκόηεηα ππνινγίδεηαη από 

ηελ ζρέζε: 

 

  




  

2
211

2
| mb

b

Lk

b

aLk

dx

d
kAq bbbb

bxb


  (4.12)                                                       

 

όπνπ αληηθαηαζηήζακε ην εκβαδόλ, Α, ζηε βάζε ηνπ πηεξπγίνπ κε: 

bLA   θαη ην α από ηελ ζρέζε (4.10).  

Ο ηδαληθόο ξπζκόο κεηάδνζεο ζεξκόηεηαο, ππνινγίδεηαη αλ ζεωξήζνπκε 

όηη ε δηαθνξά ζεξκνθξαζίαο κε ην πεξηβάιινλ είλαη ζε όιε ηελ 

επηθάλεηα ηνπ πηεξπγίνπ ίζε κε ζb: 

 

bideal hbLq 2                                                                          (4.13) 

 

Η απόδνζε ηνπ θνίινπ παξαβνιηθνύ πηεξπγίνπ ζα είλαη, όπωο έρνπκε 

ήδε αλαθέξεη ν ιόγνο ηνπ πξαγκαηηθνύ πξνο ηνλ ηδαληθό ξπζκό 

κεηαθνξάο ζεξκόηεηαο: 
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2
211
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mb

Lhb
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b
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2

22
211

2

1
mb

bm
                                                   (4.14) 

 

όπνπ ρξεζηκνπνηήζακε ηελ ζρέζε:  
bk

h
m



2
  

Μπνξνύκε λα απινπνηήζνπκε ηελ ζρέζε πνπ δίλεη ηελ απόδνζε αλ 

πνιιαπιαζηάζνπκε αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή κε ηελ ζπδπγή 

παξάζηαζε ηνπ αξηζκεηή: 
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        (4.15) 

Θα πάξνπκε: 

 

   
   2222

222

211

2

2112

411

mbmbbm

bm









 


                    (4.16) 

 

Η κνξθή απηή είλαη απηή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζωο γηα ηελ 

απόδνζε ηνπ θνίινπ παξαβνιηθνύ πηεξπγίνπ.                                                

 

 

 

4.2 ΚΤΡΣΟ ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΟ ΠΣΔΡΤΓΙΟ 

 

4.2.1 Η Γιαθοπική Δξίζωζη 

 Τν επίκεθεο θπξηό παξαβνιηθό πηεξύγην (longitudinal fin of 

convex parabolic profile) πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 4.2 πεξηγξάθεηαη από 

ηελ ζπλάξηεζε: 

 

 
b

x
xf b 

2
2


                                                                          (4.17) 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ f2(x) θαη ηελ παξάγωγό ηεο: 

 

 
bxdx

xdf b

4

2 
                                                                       (4.18) 

ζηελ γεληθή δηαθνξηθή εμίζωζε (3.5) πνπ απνδείμακε ζην πξνεγνύκελν 

θεθάιαην παίξλνπκε ηελ δηαθνξηθή εμίζωζε πνπ πεξηγξάθεη ηελ 

κεηαθνξά ζεξκόηεηαο ζην θπξηό παξαβνιηθό πηεξύγην: 
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  0

2

1 2

2

2

 xbm
dx

xd

xdx

xd
x 


                            (4.19) 

 

 

Σρήκα 4.2 Κπξηό παξαβνιηθό πηεξύγην [2]. 

 

4.1.2 Λύζη ηηρ Δξίζωζηρ 

Αξρηθά πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δύν κέιε ηεο δηαθνξηθήο 

εμίζωζεο κε 2
3

x . Η εμίζωζε γίλεηαη: 
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2
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3
2

2

2
2  xbxm

dx

xdx

dx

xd
x 


                            (4.20) 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ ιύζε ηεο ηελ ζπγθξίλνπκε κε ηελ γεληθεπκέλε 

εμίζωζε Bessel: 

 

 
       021 222222

2

2
2  xynax

dx
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dx

xyd
x  

             (4.21) 
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ηεο νπνίαο ε ιύζε είλαη: 

 

         xYCxJCxxy nn

a

21                                 (4.22) 

 

Η εμίζωζε (4.20) ηαπηίδεηαη κε ηελ (4.21) αλ ζέζνπκε: 
4

1
a , 

4
1

3

4
mb , 

4

3
  θαη 

3

1
n .  

Τόηε ε γεληθή ιύζε ηεο (4.20) είλαη: 
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xmbICxmbICxx           (4.23) 

 

Οη ζπλαξηήζεηο 
3
1I  θαη 

3
1

I  είλαη νη ηξνπνπνηεκέλεο ζπλαξηήζεηο 

Bessel πξώηνπ είδνπο θαη ε ηάμε ηνπο είλαη θιαζκαηηθή (
3
1  θαη 

3
1 ). 

Από ηελ κνξθή ηεο ιύζεο βιέπνπκε όηη ζπκθέξεη λα θάλνπκε ηελ 

αιιαγή κεηαβιεηήο: 

 

4
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4
1

3

4
xmbu                                                                          (4.24) 

θαη επίζεο λα ζέζνπκε: 

3
1

4
1

4

3















mb
                                                                        (4.25)  

Με απηέο ηηο αληηθαηαζηάζεηο ε ιύζε παίξλεη ηελ πην απιή κνξθή: 

 

     ][
3

12
3

11
3

1

uICuICuu


                                          (4.26) 

Η παξάγωγνο ηεο ιύζεο πξέπεη λα είλαη ίζε κε κεδέλ ζην x=0 θαη 

ζπλεπώο ζην u=0. Η παξάγωγνο όκωο ηεο ζπλάξηεζεο  uIu
3

1
3

1

 δελ 

είλαη θξαγκέλε ζην u=0. Σπκπεξαίλνπκε όηη πξέπεη C1=0. 
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Έηζη ε ιύζε (4.26) απινπνηείηαη ζεκαληηθά: 

 

   uIuCu
3

1
3

1

2 
                                                              (4.27) 

 

Η άιιε ζπλνξηαθή ζπλζήθε είλαη όηη γηα x=b θαη ζπλεπώο γηα: 

mbbmbuu b
3

4

3

4
4

3
4

1

  πξέπεη ε ζπλάξηεζε ζ λα παίξλεη ηελ ηηκή 

ζb. Δειαδή: 

 

 
 bIb

CbIbC b
b

3
1

3
12

3
1

3
1

2









                               (4.28) 

 

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ην C2 από ηελ (4.28) ζηελ (4.27) παίξλνπκε ηε 

ιύζε: 

 

 
 

 b

b

b uI

uI

u

u
u

3
1

3
13

1
















                                                          (4.29) 

όπνπ 
4
3

4
1

3

4
xmbu   

 

4.2.3 Ρςθμόρ Ροήρ Θεπμόηηηαρ και Απόδοζη 

 Όπωο θαη πξνεγνπκέλωο, ν ξπζκόο ξνήο ζεξκόηεηαο ππνινγίδεηαη 

από ηελ παξάγωγν ηεο ζ(x) θαη ππνινγίδνληαο ηελ ηηκή ηεο παξαγώγνπ 

ζην x=0. Χξεζηκνπνηώληαο ηελ παξαθάηω ηδηόηεηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ 

Bessel: 

 

   uIuuIu
du

d

3
2

3
1

3
1

3
1






 

                                              (4.30) 

 

 ππνινγίδνπκε ηελ παξάγωγν θαη ηειηθά βξίζθνπκε: 
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mbI

mbI

Lmkq bbb

3

4

3

4

3
1

3
2


                                                     (4.31) 

Ο ηδαληθόο ξπζκόο κεηάδνζεο ζεξκόηεηαο, όπωο θαη πξνεγνπκέλωο  

είλαη: 

 

bideal hbLq 2                                                                          (4.32) 

 

Η απόδνζε ηνπ πηεξπγίνπ ζα είλαη ν ιόγνο ηνπ πξαγκαηηθνύ πξνο ηνλ 

ηδαληθό ξπζκό ξνήο: 

 






















mbI

mbI

mb

3

4

3

4

1

3
1

3
2

                                                                  (4.33) 

Αλ θάλνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ εθαξκόζακε ζην ηξηγωληθό 

πηεξύγην γηα ην πειίθν ηωλ ζεηξώλ πνπ δίλνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο 

ηξνπνπνηεκέλεο Bessel βξίζθνπκε ην απνηέιεζκα: 

 

𝜂(𝑥) = 1−
2𝑥2

5
+

𝑥4

5
−

28𝑥6

275
+

4𝑥8

77
−

4338𝑥10

163625
+

2214𝑥12

163625
                      (4.34) 

 

 όπνπ x=mb 

 

 

 

4.3 ΤΓΚΡΙΗ ΣΩΝ ΔΠΙΜΗΚΩΝ ΠΣΔΡΤΓΙΩΝ 

 

 Η απόδνζε όιωλ ηωλ επηκήθωλ πηεξπγίωλ (νξζνγωληθνύ, 

ηξηγωληθνύ θαη παξαβνιηθώλ) εμαξηάηαη από ηελ πνζόηεηα mb Πνπ 

θαζνξίδεηαη από ηηο δηαζηάζεηο θαη ηηο ζεξκηθέο ηδηόηεηεο ηνπ πιηθνύ ηνπ 

πηεξπγίνπ θαη ηνπ πεξηβάιινληνο. Σην ζρήκα 4.3 θαίλεηαη ε απόδνζε θαη 

ηωλ ηεζζάξωλ πηεξπγίωλ ζπλαξηήζεη ηεο πνζόηεηαο mb. Είλαη θαλεξό  
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όηη ε απόδνζε ηνπ νξζνγωληθνύ πηεξπγίνπ είλαη κεγαιύηεξε γηα θάζε 

ηηκή ηνπ mb.  

 

 

 

Σρήκα 4.3 Σύγθξηζε ηεο απόδνζεο ηωλ επηκήθωλ πηεξπγίωλ [2]. 

 

Σην παξαθάηω ζρήκα γίλεηαη πάιη ζύγθξηζε ηεο απόδνζεο ηωλ 

επηκήθωλ πηεξπγίωλ αιιά απηή θνξά κε κεγαιύηεξε ιεπηνκέξεηα ζηελ 

πεξηνρή ηηκώλ ηεο πνζόηεηαο mb από 0 έωο 1. Τν παξαθάηω ζρήκα είλαη 

ζε πιήξε ζπκθωλία κε ην παξαπάλω δηάγξακκα πνπ πξνέξρεηαη από ηε 

βηβιηνγξαθία. 
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Σρήκα 4.4 Σύγθξηζε ηεο απόδνζεο ηωλ επηκήθωλ πηεξπγίωλ γηα ηηκέο ηεο 

πνζόηεηαο mb από 0 έωο 1. Από πάλω πξνο ηα θάηω είλαη: νξζνγωληθό, 

θπξηό παξαβνιηθό, ηξηγωληθό, θνίιν παξαβνιηθό.  
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5. ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ 
 

 

Τα πηεπύγια σπηζιμοποιούνηαι για ηην αύξηζη ηος πςθμού 

μεηαθοπάρ θεπμόηηηαρ από επιθάνειερ πος τύσονηαι από αέπια μέζυ 

θςζικήρ ή εξαναγκαζμένηρ ζςναγυγήρ. Τα πηεπύγια είναι μεηαλλικά, 

έσοςν μια ποικιλία ζσημάηυν, ηο μήκορ ηοςρ είναι πολύ μεγαλύηεπο από 

ηο πάσορ ή ηη διάμεηπό ηοςρ και η καηανομή θεπμοκπαζίαρ ζηο 

εζυηεπικό ηοςρ είναι μονοδιάζηαηη. 

Μελεηήθηκαν διάθοπερ γευμεηπίερ πηεπςγίυν. Καηαζκεςάζηηκε η 

διαθοπική εξίζυζη πος πεπιγπάθει ηην καηανομή ηηρ θεπμοκπαζίαρ και 

επιλύθηκε. Υπολογίζηηκε ο πςθμόρ μεηαθοπάρ θεπμόηηηαρ και η 

απόδοζη ηυν πηεπςγίυν. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 1: ΤΝΑΡΣΗΕΙ BESSEL 
 

1. ΔΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΩΗ BESSEL 

 

 Η δηαθνξηθή εμίζωζε Bessel είλαη κία ζπλήζεο δηαθνξηθή εμίζωζε 

δεπηέξαο ηάμεωο. Η γεληθεπκέλε δηαθνξηθή εμίζωζε Bessel είλαη ε 

παξαθάηω: 

 

 
       021 222222

2

2
2  xynax

dx

dy
xa

dx

xyd
x  

                  (1) 

 

Η γεληθή ηεο ιύζε είλαη: 

 

        xYCxJCxxy nn

a

21                                                 (2) 

 

όπνπ νη ζπλαξηήζεηο  xJ n  θαη  xYn  νλνκάδνληαη ζπλαξηήζεηο Bessel 

ηάμεο n, 1
νπ

 θαη 2
νπ

 είδνπο αληίζηνηρα.  

Γηα δηάθνξεο ηηκέο ηωλ παξακέηξωλ α, β, γ, n πξνθύπηνπλ 

δηάθνξεο εηδηθέο κνξθέο νη νπνίεο είλαη ρξήζηκεο ζε έλα κεγάιν εύξνο 

εθαξκνγώλ. 

Μία από απηέο είλαη ε ηξνπνπνηεκέλε εμίζωζε Bessel πνπ εκθαλίδεηαη 

ζε πάξα πνιιέο εθαξκνγέο: 

 

        0222  xynxxyxxyx                                             (3) 

 

Η γεληθή ιύζε ηεο δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

     xKCxICxy nn 21                                                              (4) 
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όπνπ νη ζπλαξηήζεηο  xI n  θαη  xKn  νλνκάδνληαη ηξνπνπνηεκέλεο 

ζπλαξηήζεηο Bessel ηάμεο n, 1
νπ

 θαη 2
νπ

 είδνπο αληίζηνηρα. Η 

ηξνπνπνηεκέλε εμίζωζε πξνθύπηεη από ηελ γεληθή κνξθή γηα α=0, β
2
=-1 

θαη γ=1. 

 

 

 

2. ΤΝΑΡΣΗΕΙ BESSEL Ε ΜΟΡΦΗ ΔΤΝΑΜΟΕΙΡΑ 

 

 Οη ζπλαξηήζεηο Bessel αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ηωλ ιεγόκελωλ 

εηδηθώλ ζπλαξηήζεωλ. Οη ηύπνη από ηνπο νπνίνπο νξίδνληαη δελ είλαη 

απινί όπωο ζηηο ζπλεζηζκέλεο ζπλαξηήζεηο. 

Σηε ζπλέρεηα δίλνληαη νη ηύπνη ηωλ ζπλαξηήζεωλ Bessel: 

 

   
 



















0

2

1!

2
1

k

nk

k

n
nkk

x

xJ                                                           (5) 

όπνπ ε ζπλάξηεζε Γ είλαη κηα άιιε εηδηθή ζπλάξηεζε πνπ απνηειεί 

γελίθεπζε ηνπ παξαγνληηθνύ θαη νξίδεηαη από ηελ ζρέζε: 

 

   




1

0

1
ln dttx

x
   γηα x>0 

                                                                                                                 (6) 

 
 

x

x
x

1
         γηα x<0 
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xJxJn
xY nn

n
sin

cos 
                                                        (7) 
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,...2,1,0,
sin2

lim

,...2,1,0,
sin2

nxIxI
p

nxIxI
n

xK

pp
np

nn

n








                               (9) 

 

 

3. ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ 

 

Σηε ζπλέρεηα δίλνληαη ηα δηαγξάκκαηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ Bessel. 

 

 

 

 

Σρήκα Π1 Σπλαξηήζεηο Bessel 1
νπ

 είδνπο [7]. 
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Σρήκα Π2 Σπλαξηήζεηο Bessel 2
νπ

 είδνπο [7]. 

 

 

 

 

Σρήκα Π3 Τξνπνπνηεκέλεο ζπλαξηήζεηο Bessel 1
νπ

 είδνπο [7]. 
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Σρήκα Π4 Τξνπνπνηεκέλεο ζπλαξηήζεηο Bessel 2
νπ

 είδνπο [7]. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 2: ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΚΑΙ ΠΗΛΙΚΟ 

ΕΙΡΩΝ 
 

 Όπωο είδακε παξαπάλω νη ζπλαξηήζεηο Bessel δίλνληαη ωο 

δπλακνζεηξέο. Σηνλ ππνινγηζκό ηεο απόδνζεο ηνπ ηξηγωληθνύ θαη ηνπ 

θπξηνύ παξαβνιηθνύ πηεξπγίνπ εκπιέθνληαη πειίθα ζπλαξηήζεωλ 

Bessel. Γηα λα ππνινγίζνπκε απηά ηα πειίθα πξέπεη λα κπνξνύκε λα 

ρεηξηζηνύκε αζξνίζκαηα απείξωλ όξωλ. 

 

Πολλαπλασιασμός ειρών 

Ο πνιιαπιαζηαζκόο ζεηξώλ πνπ νλνκάδεηαη θαη γηλόκελν Cauchy 

νξίδεηαη από ηνλ ηύπν: 

 

 


 





















0 000 n

n
n

k

knk

n

n

n

n

n

n xbaxbxa                                                    (1) 

 

 

Πηλίκο ειρών 

 Γηα λα ππνινγίζνπκε ην πειίθν δύν ζεηξώλ ρξεζηκνπνηνύκε ηνπο 

παξαπάλω ηύπνπο πνπ ηζρύνπλ γηα ην γηλόκελν. Έζηω: 
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n xcxbxa                                                                 (2) 

 

Τόηε ζα ηζρύεη: 
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n

n
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n xcxbxa                                                                 (3) 

 

Καη άξα: 

 

 



n

k

knkn cba
0

                                                                                 (4) 
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Γηα ηνπο πξώηνπο 7 όξνπο έρνπκε: 

 

000 cba   

01101 cbcba   

0211202 cbcbcba   

031221303 cbcbcbcba   

04132231404 cbcbcbcbcba   

0514233241505 cbcbcbcbcbcba   

061524334251606 cbcbcbcbcbcbcba                                         (5) 

  

Αλ από ηηο παξαπάλω ζρέζεηο ππνινγίζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ci, 

i=0,…6, ηόηε νπζηαζηηθά ζα έρνπκε ππνινγίζεη θαη ην πειίθν ηωλ 

ζεηξώλ πνπ θαίλεηαη ζηελ ζρέζε (2). Αλ θάλνπκε ηηο πξάμεηο βξίζθνπκε 

(αλ 00 b ): 
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                                  (6) 
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